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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëßöèé èí-
òåíñèâíî èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ òàêèõ àâòîðîâ, êàê E.C. Pielou, C.W. Clark,
Ê. Gopalsamy, J.H. Jaroma, S.A. Kuruklis, G. Ladas, V.L. Kocic, H.B. Nichols,
Ì. Begon, M. Mortimer, F.R. Gell, C.M. Roberts, Ë.Â. Íåäîðåçîâ, Â.Í. Íî-
âîñåëüöåâ è ìíîãèõ äðóãèõ.
Â íàñòîßùåå âðåìß àêòóàëüíà ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ñêàëßðíûõ è ìàò-
ðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ßâëßþùèõñß ëèíåàðèçàöèßìè äèñêðåòíûõ
óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîïóëßöèé. Èçó÷åíèþ ýòîé ïðîáëåìû ïîñâßùåíû ðà-
áîòû Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî, À.Ì. Ðîäèîíîâà, Þ.Ï. Íèêîëàåâà, À.Í. Íîâî-
ñåëîâà, À.Ä. Êîçàêà, Ì.Ì Êèïíèñà, L. Berezansky, E. Braverman, E. Liz,
J.B. Ferreiro, M. Pituk, F.M. Dannan, S.N. Elaydi, K. Gopalsamy, K.L. Cooke,
I. Gyori, F. Hartung, E.I. Jury, I. Kovacsvolgyi, S.A. Kuruklis, J.P. LaSalle,
S.A. Levin, R. May, S. Zhang è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ.
Ïðè íûíåøíåé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå ëþáàß çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè
êîíêðåòíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ òî÷íî îïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
íåâûñîêîé ðàçìåðíîñòè ðåøàåòñß â ñåêóíäû. Íî ïðàêòè÷åñêè â ëþáîé ìî-
äåëè äèíàìèêè ïîïóëßöèé êîýôôèöèåíòû íå ìîãóò áûòü âûñ÷èòàíû òî÷íî
(ýòî êàñàåòñß è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, õîòß, âîçìîæíî, â ìåíüøåé ñòåïåíè).
Ïîýòîìó àêòóàëüíà çàäà÷à èññëåäîâàíèß ãåîìåòðèè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
ñàìûõ îáùèõ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé, ÷òîáû ïî "îáëàêó" âîçìîæíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëßöèé îöåíèòü, íàõîäèòñß ëè îíî, ïîë-
íîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî, â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.
Ïîëíîå îïèñàíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñêàëßðíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèß
ñ äâóìß çàïàçäûâàíèßìè, íàïðèìåð, ïðîâåäåíî â ðàáîòå Ì.Ì. Êèïíèñà
è Ð.Ì. Íèãìàòóëèíà1. Ãåîìåòðèß îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëß áîëåå îáùèõ
óðàâíåíèé è ñèñòåì èçó÷àåòñß â ðàáîòàõ Á.Ò. Ïîëßêà è Å.Í. Ãðßçèíîé2
1Êèïíèñ, Ì.Ì. Óñòîé÷èâîñòü òðåõ÷ëåííûõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìß çàïàçäûâàíè-
ßìè / Ì.Ì. Êèïíèñ, Ð.Ì. Íèãìàòóëèí // ÀèÒ. - 2004. -  11. - Ñ. 2539.
2Ãðßçèíà, Å.Í. Ê òåîðèè D-ðàçáèåíèß / Å.Í. Ãðßçèíà // ÀèÒ. - 2004. -  12. - Ñ. 1528;
Gryazina, E.N. Stability regions in the parameter space: D-decomposition revisited / E.N. Gryazina, B.T.
Polyak // Automatica. - 2006. -  1. - P. 1326.
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è Þ.Ï. Íèêîëàåâà3. Âûøåóêàçàííûå ðàáîòû îáíàðóæèâàþò òàêóþ èçîù-
ðåííîñòü îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, ÷òî ñòàíîâèòñß î÷åâèäíîé íóæäà â ïðî-
ñòûõ, ýôôåêòèâíûõ, áûñòðî ïðîâåðßåìûõ (explicit) ìåòîäàõ îöåíêè îáëà-
ñòåé óñòîé÷èâîñòè, ïðè÷åì äëß ñàìûõ îáùèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò
ñîäåðæàòü íåñêîëüêî (èëè ìíîãî) çàïàçäûâàíèé. Èìåííî ýòî è ßâëßåòñß
òåìîé äèññåðòàöèè.
Àêòóàëüíîñòü ýòîé çàäà÷è ïîäòâåðæäàåòñß ïóáëèêàöèßìè ïîñëåäíèõ ëåò,
íàðßäó ñî ñòàòüßìè àâòîðà äèññåðòàöèè è åå íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëß, ðàáîò
Ý. Ëèçà4, Ë. Áåðåçàíñêîãî5, Ê. Êóêà è È. Äüåðè6, È. Äüåðè è Ô. Õàðòóí-
ãà7. Ðåçóëüòàòû àâòîðà äèññåðòàöèè ïåðåíîñßò ðåçóëüòàòû äâóõ ïåðâûõ èç
âûøåíàçâàííûõ ðàáîò íà áîëåå îáùèå ñèñòåìû, è óñèëèâàþò îöåíêè äâóõ
ïîñëåäíèõ ðàáîò. Îá àêòóàëüíîñòè òåìû òàêæå ñâèäåòåëüñòâóåò ïîßâëåíèå
ñ èíòåðâàëîì â ÷åòûðå ìåñßöà â îäíîì æóðíàëå ñòàòüè êèòàéñêèõ èññëå-
äîâàòåëåé Òàíãà è Äæèàíãà8 è ñòàòüè àâòîðà äèññåðòàöèè9 (ñîâìåñòíî ñ
íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì). Ýòè äâå ñòàòüè êîíêóðèðóþò â ïðîñòûõ îöåíêàõ
îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè. Êàê ïîêàçàíî â äèññåðòàöèè, âî ìíîãèõ ñëó÷àßõ
îöåíêè àâòîðà äèññåðòàöèè ýôôåêòèâíåå.
Öåëü ðàáîòû  ïîèñê ïðîñòûõ ýôôåêòèâíûõ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðßäêîâ
3Íèêîëàåâ, Þ.Ï. Àíàëèç ãåîìåòðèè D-ðàçáèåíèß äâóìåðíîé ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà äèñêðåòíîé ñèñòåìû / Þ.Ï. Íèêîëàåâ // ÀèÒ. - 2004. -  12. -
Ñ. 4961;
Íèêîëàåâ, Þ.Ï. Ê èññëåäîâàíèþ ãåîìåòðèè ìíîæåñòâà óñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ ëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ
ñèñòåì / Þ.Ï. Íèêîëàåâ // ÀèÒ. - 2002. -  7. - Ñ. 4454.
4Liz, E. On explicit conditions for the asymptotic stability of linear higher order diﬀerence equations /
E. Liz // J. Math. Anal. Appl. - 2005. - V. 303. - P. 492498.
5Berezansky, L. Suﬃcient conditions for the global stability of nonautonomous higher order diﬀerence
equations / L. Berezansky, E. Braverman, E. Liz // J. Diﬀerence Equ. Appl. - 2005. - V. 11,  9. - P. 785
798.
6Cooke, K.L. Numerical approximation of the solutions of delay diﬀerential equations on an inﬁnite
interval using piesewise constant arguments / K.L.Cooke, I. Gyori // Comp. Math. Appl. - 1994. - V. 28. -
P. 8192.
7Gyori, I. Stability in delay perturbed diﬀerential and diﬀerence equations / I. Gyori, F. Hartung //
Fields Institute Communications. - 2001. - V. 29. - P. 181194.
8Tang, X.H. Asymptotic behavior of Volterra diﬀerence equations / X.H. Tang, Z. Jiang // J. Diﬀerence
Equ. Appl. - 2007. - V. 13,  1. - P. 2540.
9Kipnis, M.M. A note on explicit stability conditions for autonomous higher order diﬀerence equations /
M.M. Kipnis, D.A. Komissarova // J. Diﬀerence Equ. Appl. - 2007. - V. 13,  5. - P. 457461.
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äëß îöåíêè îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé äèíàìèêè ïîïóëßöèé. Öåëü
âêëþ÷àåò ïåðåíîñ íà ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå ñèñòåìû íåêîòîðûõ ïðèçíà-
êîâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêàëßðíûõ óðàâíå-
íèé, ÷òîáû îíè áûëè ïðèìåíèìû ê ìíîãîìåðíûì ìîäåëßì äèíàìèêè ïî-
ïóëßöèé; óëó÷øåíèå èçâåñòíûõ äîñòàòî÷íûõ ïðèçíàêîâ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ÷òîáû ïîâûñèòü ýôôåê-
òèâíîñòü ïðèìåíåíèß èõ ê ìîäåëßì äèíàìèêè ïîïóëßöèé ñ ìíîãèìè çàïàç-
äûâàíèßìè.
Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèß. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñß ìåòîäû Z-ïðåîáðà-
çîâàíèß, ïðèíöèï àðãóìåíòà, êîíñòðóèðîâàíèå è àíàëèç ãîäîãðàôîâ ñèñòåì
è óðàâíåíèé. Èñïîëüçóåòñß òàêæå îäèí èç ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ  óäëè-
íåíèå ïàìßòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåíåí âïåðâûå
À. Õàëàíàåì10 äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à çàòåì ïåðåíåñåí íà
ðàçíîñòíûå óðàâíåíèß Ëèçîì4 è Ëèçîì, Èâàíîâûì è Ôåðåéðî11.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû. Íîâûìè ßâëßþòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû
ðàáîòû:
1. Îñëàáëåíû èçâåñòíûå ðàíåå äîñòàòî÷íûå óñëîâèß àñèìïòîòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âûñîêèõ ïîðßäêîâ. Ïî-
ëó÷åí ñèìïëåêñ óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé,
ïðèíàäëåæíîñòü ê êîòîðîìó ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèß ãàðàíòèðóåò óñòîé-
÷èâîñòü.
2. Äîêàçàíà ìàêñèìàëüíîñòü íàéäåííîãî ñèìïëåêñà óñòîé÷èâîñòè.
3. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèß Âîëüòåððà â ñâåðòêàõ äëß ìîäåëåé äèíàìèêè ïî-
ïóëßöèé ñ ó÷åòîì íåîãðàíè÷åííîé ïðåäûñòîðèè.
4. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñèñòåì, àíàëîãè÷íûå èçâåñòíûì
ïðèçíàêàì äëß ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêàëßðíûõ óðàâíåíèé.
10Halanay, A. Diﬀerential equations: stability, oscillations, time lags / A. Halanay. - New York : Academic
press, 1966.
11Liz, E. Discrete Halanay-type inequalities and applications / E. Liz, A. Ivanov, J.B. Ferreiro // Nonlinear
Analysis. - 2003. - V. 55,  6. - P. 669678.
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5. Ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñèñòå-
ìû, ïîçâîëßþùåå àíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå äåìîãðàôè÷åñêîãî âåêòîðà
â ìîäåëßõ ïîïóëßöèé.
Ïðàêòè÷åñêàß è òåîðåòè÷åñêàß öåííîñòü. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ïî-
ïóëßöèé  âàæíûé ðàçäåë ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü èãðàþò çàïàçäûâàíèß, äëèííàß ïàìßòü, ïîñëåäåéñòâèå  òðè íà-
çâàíèß ïî ñóùåñòâó îäíîãî ôåíîìåíà. Òå æå ýôôåêòû âîçíèêàþò è â òåõ-
íè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Çàäà÷à âûßâëåíèß óñòîé÷èâîñòè â òàêèõ ñëó÷àßõ èìååò
ïåðâîñòåïåííóþ âàæíîñòü.
×àùå óñòîé÷èâîñòü â äèíàìèêå ïîïóëßöèè ßâëßåòñß æåëàòåëüíûì ôàê-
òîì, åñëè ðå÷ü èäåò îá óñòîé÷èâîñòè íåíóëåâîãî óðîâíß ïîïóëßöèè òåõ âè-
äîâ, êîòîðûå âàæíû äëß ñîõðàíåíèß áèîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèß Çåìëè.
Óñòîé÷èâîñòü íåæåëàòåëüíà  åñëè ðå÷ü èäåò îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
óðîâíß ïîïóëßöèè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò åå íåèç-
áåæíóþ ãèáåëü. Ïîýòîìó äëß íàñ âàæíû ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè ìîäåëåé
äèíàìèêè ïîïóëßöèé, êîòîðûå è ßâëßþòñß ïðåäìåòîì äèññåðòàöèè.
Â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè, êàê ïîêàçàë îïûò, ðàçíîñòíûå ìîäåëè
íè÷óòü íå õóæå äèôôåðåíöèàëüíûõ. Â íèõ âûßâëßþòñß òå æå ýôôåêòû
(óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé÷èâîñòü, áèôóðêàöèè è ò.ä.), íî ïî êîëè÷åñòâó
èññëåäîâàíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíî óñòóïàåò èññëåäîâàíèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Äàííàß ðàáîòà ßâëßåòñß âêëàäîì â óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèß ìåæäó èñ-
ñëåäîâàíèßìè íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ìîäåëåé.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñß â óíèâåðñèòåòàõ â ïðåïîäàâàíèè
ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ, ïîñâßùåííûõ äèíàìèêå ñèñòåì.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåä-
ñòàâëåíû íà Âñåðîññèéñêîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíè-
êà. Èíôîðìàòèêà¿ (×åëßáèíñê, 2006 ã.), XIV Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåí-
öèè ¾Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå¿ (Ïóùèíî, 2007 ã.), XII ðåãè-
îíàëüíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòèêà. Èíôîðìàòèêà.
Òåõíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê îáó÷åíèþ â âóçå è øêîëå¿ (Êóðãàí, 2007 ã.),
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Dynamical System Modelling and Stability
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Investigation¿ (Êèåâ, 2007 ã.), 12-é Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ðàç-
íîñòíûì óðàâíåíèßì (ICDE 2007, Ëèññàáîí, Ïîðòóãàëèß, 2007 ã.), VIII
Âñåðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìàòåìàòèêå
(Ñî÷è, 2007 ã.), à òàê æå íà ñåìèíàðå ïðîôåññîðà Â.Ï. Òàíàíû â Þæíî-
Óðàëüñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (×åëßáèíñê, 2006 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâà-
íû â 10 ðàáîòàõ, èç íèõ 2  â èçäàíèßõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ (1 
ñòàòüß è 1  òåçèñû). Âî âñåõ ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷-
íûì ðóêîâîäèòåëåì, ïîñëåäíåìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷ è îáùåå
ðóêîâîäñòâî.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå-
äåíèß, äâóõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèß è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 113 íà-
èìåíîâàíèé. Ìàòåðèàë èçëîæåí íà 102 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà,
âêëþ÷àß 14 ðèñóíêîâ.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, îïðåäåëåíû
öåëü, çàäà÷è è ìåòîäû èññëåäîâàíèß, êðàòêî èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû äèññåðòàöèè.
Ïåðâàß ãëàâà ¾Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàç-
äûâàíèßìè, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ïîïóëßöèé¿ ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñèñòåì.
Â ïàðàãðàôå 1.1 îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëß
èññëåäîâàíèß óñòîé÷èâîñòè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Èçëîæåíû îñíîâàíèß
äëß ðàññìîòðåíèß ðàçíîñòíîé ñèñòåìû îáùåãî âèäà, êàê ëèíåàðèçîâàííîé
ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëßöèè, à òàêæå ââåäåíû îñíîâíûå îïðåäåëåíèß, êà-
ñàþùèåñß àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ ñèñòåì.
Ïîä àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ óðàâíåíèß
xn =
k∑
i=1
Aixn−i, (1)
ãäå Ai äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðà (m×m) (1 6 i 6 k),
xn : N→ Rm, áóäåì ïîíèìàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü åãî íóëåâîãî
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ðåøåíèß. Çäåñü êîîðäèíàòû âåêòîðà xn îáîçíà÷àþò ëèáî ÷èñëåííîñòü j-é
ïîïóëßöèè (1 6 j 6 m), ëèáî ÷èñëåííîñòü ðàçëè÷íûõ âîçðàñòíûõ ñòðàò
îäíîé ïîïóëßöèè â ìîìåíò íàáëþäåíèé n, ëèáî ÷èñëåííîñòü îñîáåé îäíîé
ïîïóëßöèè, íàõîäßùèõñß â ðàçíûõ àðåàëàõ. Äðóãèå âîçìîæíûå èíòåðïðå-
òàöèè êîîðäèíàò xn  ýòî îòêëîíåíèß óêàçàííûõ âåëè÷èí îò ñòàöèîíàðíûõ
çíà÷åíèé, îïðåäåëßåìûõ óñëîâèßìè îáèòàíèß ïîïóëßöèè.
Îïðåäåëåíèå 1. Íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (1) óñòîé÷èâî, åñëè
∀ε > 0 ∃δ > 0 [ ∀i (−k 6 i 6 −1) ‖xi‖ < δ ⇒ ∀n > 0 ‖xn‖ < ε] .
Îïðåäåëåíèå 2. Íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî è äëß ëþáîãî ðåøåíèß (xn) ýòîãî óðàâíåíèß
lim
n→∞xn = 0.
Â ïàðàãðàôå 1.2 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ïðèçíàêè àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñêàëßðíûõ óðàâíåíèé âèäà
xn =
k∑
i=1
aixn−i, (2)
ãäå ai ∈ R (1 6 i 6 k). Äëß ÷àñòíîãî ñëó÷àß óðàâíåíèß (2), à èìåííî
óðàâíåíèß
xn = xn−1 − bxn−k, (3)
Ëåâèí è Ìýé12 íàøëè ñëåäóþùèé êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè: óðàâíåíèå (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
0 < b < 2 sin
pi
2(2k − 1) . (4)
Ïîñêîëüêó â îäíîé áèîëîãè÷åñêîé íèøå îáèòàþò ðàçëè÷íûå áèîëîãè÷å-
ñêèå âèäû, íà äèíàìèêó ïîïóëßöèè íåèçáåæíî îêàçûâàþò âîçäåéñòâèå è
îñîáè äðóãèõ ïîïóëßöèé. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçåí ïåðåõîä îò óðàâíåíèß (2)
ê ìíîãîìåðíîé ìîäåëè (1). Â ðàáîòàõ Ë. Áåðåçàíñêîãî, Å. Áðàâåðìàí, Ý.
Ëèçà, Ì. Ïèòóêà, Æ. Ôåðåéðî (2002  2005 ãã.), áûëè íàéäåíû ïðîñòûå
12Levin, S.A. A note on diﬀerence-delay equations / S.A. Levin, R. May // Theor. Pop. Biol. - 1976. -
V. 9,  2. - P. 178187.
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äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (2), îñ-
íîâàííûå íà óäëèíåíèè ïàìßòè óðàâíåíèß. Â äèññåðòàöèè ýòè ðåçóëüòàòû
ïåðåíåñåíû íà ñèñòåìû (1).
Â ïàðàãðàôå 1.3 ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) è
äîêàçàí êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå êîðíè óðàâíåíèß
det(Ezk −
k∑
i=1
Aiz
k−i) = 0 (5)
ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà. Åñëè õîòß áû îäèí êîðåíü óðàâíåíèß
(5) ëåæèò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà, òî ñèñòåìà (1) íåóñòîé÷èâà.
Óðàâíåíèå (5) ìû íàçûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëß (1).
Ïîëó÷åí äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1).
Òåîðåìà 2. Åñëè | detAk| > 1, òî ñèñòåìà (1) íåóñòîé÷èâà.
Â ïàðàãðàôå 1.4 äîêàçàí ìíîãîìåðíûé àíàëîã èçâåñòíîãî óñëîâèß óñòîé-
÷èâîñòè Êîíà äëß ñêàëßðíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðåìà 3. Åñëè
k∑
i=1
‖Ai‖ < 1, (6)
òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Â ïàðàãðàôå 1.5 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñ-
òîé÷èâîñòè ñèñòåìû (1), äëß âûâîäà êîòîðûõ ïðèìåíßþòñß èäåè Õàëàíàß,
ðàíåå èñïîëüçîâàâøèåñß äðóãèìè àâòîðàìè4,11 äëß íàõîæäåíèß ïðèçíàêîâ
óñòîé÷èâîñòè ñêàëßðíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðåìà 4. Åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî p (1 6 p 6 k) è
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊂ {p, p+ 1, . . . , k}, òàêèå ÷òî∥∥∥∥∥∑
i∈I
Ai
∥∥∥∥∥+∑
i6∈I
‖Ai‖+
∑
i∈I
‖Ai‖(i− p)
(
‖A1 − E‖+
k∑
j=2
‖Aj‖
)
< 1,
òî óðàâíåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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Òåîðåìà 5. Åñëè ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíîå ÷èñëî p (1 6 p 6 k) è
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ⊂ {p, p+ 1, . . . , k}, òàêèå ÷òî∥∥∥∥∥∑
i∈I
(−1)i+1Ai
∥∥∥∥∥+∑
i6∈I
‖Ai‖
+
∑
i∈I
‖Ai‖(i− p)
(
‖A1 + E‖+
k∑
j=2
‖Aj‖
)
< 1,
òî óðàâíåíèå (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Â ïàðàãðàôå 1.6 ïðîèçâåäåí ïåðåíîñ ïîëó÷åííûõ ïðèçíàêîâ óñòîé÷èâî-
ñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
xn = Axn−1 +Bxn−k, (7)
ãäå A,B äåéñòâèòåëüíûå ìàòðèöû ðàçìåðà (m ×m) , xn : N → Rm, íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî k  çàïàçäûâàíèå.
Íà ïðèìåðàõ ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå íàéäåííûõ ïðèçíàêîâ àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
Çäåñü æå ïðèâåäåí ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé íåâîçìîæíîñòü ñôîðìóëè-
ðîâàòü êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (7) â òåðìèíàõ
îãðàíè÷åíèé òîëüêî íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A è B.
Â ïàðàãðàôå 1.7 íàéäåííûå â ïàðàãðàôå 1.6 ïðèçíàêè óñòîé÷èâîñòè ïðè-
ìåíåíû äëß èññëåäîâàíèß ïîâåäåíèß äèñêðåòíîé ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëß-
öèé ¾õèùíèêæåðòâà¿13 ñ ó÷åòîì âëèßíèß äâóõ ïîêîëåíèé: íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðåäøåñòâóþùåãî è îòñòàþùåãî íà k åäèíèö âðåìåíè{
xn = αxn−1(1− xn−1)− xn−k yn−k,
yn =
1
βxn−1 yn−1,
(8)
ãäå α > 0, β > 0  íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, xn, yn  ÷èñëåííîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî æåðòâ è õèùíèêîâ â n-é ìîìåíò âðåìåíè. Ñèñòåìà (8) èìååò òðè
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Ïîñðåäñòâîì ëèíåàðèçàöèè ïîëó÷åíà ëèíåéíàß ñè-
ñòåìà, êîòîðàß ïðîàíàëèçèðîâàíà ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ïðè-
çíàêîâ óñòîé÷èâîñòè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èçó÷åíà äèñêðåòíàß ìîäåëü
13Murakami, K. Stability and bifurcation in a discrete-time predatorprey model / K. Murakami // J.
Diﬀerence Equ. Appl. - 2007. - V. 13,  10. - P. 911925.
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¾õèùíèêæåðòâà¿, â êîòîðîé ìîäåëü Ïèåëîó äîïîëíåíà âçàèìîäåéñòâèåì
ñ õèùíèêîì {
xn =
αxn−1
1+βxn−k
− γxn−1yn−1,
yn = δxn−1yn−1.
(9)
Çäåñü α > 0  êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà ïîïóëßöèè æåðòâ, β > 0  êîýôôè-
öèåíò îáðàòíîé ñâßçè, γ > 0 õàðàêòåðèçóåò âîçìîæíîñòü ãèáåëè æåðòâû
ïðè âñòðå÷å ñ õèùíèêàìè, δ > 0 õàðàêòåðèçóåò âîçìîæíîñòü ðîñòà ïîïó-
ëßöèè õèùíèêîâ çà ñ÷åò èõ âçàèìîäåéñòâèß ñ æåðòâàìè.
Â ïàðàãðàôå 1.8 èçó÷åí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (7) ïðè A = −E, äëß
êîòîðîãî íàéäåí êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â òåðìèíàõ îãðà-
íè÷åíèé íà ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B.
Òåîðåìà 6. Ñèñòåìà
xn = −xn−1 +Bxn−k (10)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèß ìàòðèöû B ëåæàò âíóòðè îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
îãðàíè÷åííîé êðèâîé
Γ =
{
z ∈ C : z = (−1)k2i sin ϕ
2k − 1e
iϕ, −pi
2
≤ ϕ ≤ pi
2
}
. (11)
Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå îâàëû óñòîé÷èâîñòè äëß óðàâíå-
íèß (10).
Åñëè çàïàçäûâàíèå k = 1, òî îâàë óñòîé÷èâîñòè  êðóã ðàäèóñà 1 ñ
öåíòðîì â òî÷êå (1+0i). Åñëè k íå÷åòíîå, òî îâàë óñòîé÷èâîñòè ðàñïîëîæåí
â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à åñëè k ÷åòíîå, òî îí
ðàñïîëîæåí â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ìû êîíñòàòèðóåì ¾ïðûæêè¿ îáëàñòåé
óñòîé÷èâîñòè ïðè èçìåíåíèè çàïàçäûâàíèß íà åäèíèöó.
Òàêèì îáðàçîì, äëß àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (10) íåîá-
õîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèé Reλi > 0 ïðè íå÷åòíîì k èëè Reλi < 0 ïðè
÷åòíîì k. Çäåñü λi (1 ≤ i ≤ m)  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß ìàòðèöû B.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß λ1 è λ2 ìàò-
ðèöû B òàêèå, ÷òî Re λ1 > 0, Re λ2 < 0, òî ñèñòåìà xn = −xn−1+Bxn−k
íåóñòîé÷èâà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè k.
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Ðèñ. 1: Îâàëû óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (10).
Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ïðèçíàêîâ ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ïðèìåðàõ.
Â ïàðàãðàôå 1.9 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ â ïåðâîé ãëàâå ðåçóëü-
òàòîâ ñ èçâåñòíûìè ïðèçíàêàìè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñêàëßðíûõ
è ìàòðè÷íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé.
Âî âòîðîé ãëàâå ¾Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàíèßìè¿ èçó÷àåòñß îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîãî ðàçíîñòíîãî
óðàâíåíèß
xn = xn−1 −
k∑
i=1
aixn−i, (12)
ãäå ai ∈ R, (1 6 i 6 k). Ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ, óðàâíåíèå
(12) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëßöèé. Íà áîëüøèõ
âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ óðàâíåíèå (12) ðàññìàòðèâàåòñß êàê ëèíåàðèçàöèß
îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèß ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß Ïèåëîó ñ
îáðàòíîé ñâßçüþ ïî ïðåäûñòîðèè äëèíû k
yn =
αyn−1
1 +
k∑
i=1
βiyn−i
. (13)
Êîìïîíåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn îáîçíà÷àþò ÷èñëåííîñòü ïîïóëßöèè â
ìîìåíò íàáëþäåíèé n, α > 1  êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà ïîïóëßöèè, βi > 0
(1 6 i 6 k)  êîýôôèöèåíò îáðàòíîé ñâßçè â ìîìåíò íàáëþäåíèé n− i.
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Â ñâîþ î÷åðåäü, ìîäåëü Ïèåëîó ïðîèñõîäèò îò ìîäåëè Áåâåðòîíà-Õîëòà
yn =
αyn−1
1 + βyn−1
,
â êîòîðîé ÷èñëåííîñòü ïîïóëßöèè â äàííûé ìîìåíò íàáëþäåíèé çàâèñèò
òîëüêî îò åå ÷èñëåííîñòè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò.
Ìîäåëü (13) èìååò äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèß, îäíî èç êîòîðûõ íóëåâîå,
à âòîðîå ïîëîæèòåëüíîå. Â óðàâíåíèè (12) çíà÷åíèß xn èíòåðïðåòèðóþòñß
êàê îòêëîíåíèß çíà÷åíèé yn îò ñâîèõ ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé. Åñëè óðàâíå-
íèå (12) ïîëó÷åíî ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèß âîêðóã íóëåâîãî ðåøåíèß, òî
àñèìïòîòè÷åñêàß óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèß óðàâíåíèß (12) îçíà÷àåò
íåèçáåæíîñòü äåïîïóëßöèè. Åñëè æå (12) ïîëó÷åíî ëèíåàðèçàöèåé óðàâíå-
íèß âîêðóã ïîëîæèòåëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèß, òî àñèìïòîòè÷åñêàß
óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò ñòðåìëåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëßöèè ê ñâîåìó ñòàöè-
îíàðíîìó ïîëîæèòåëüíîìó ðåøåíèþ.
Îòñþäà ßñíà âàæíîñòü ïðîáëåìû èññëåäîâàíèß óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé äëß âûßâëåíèß óñòîé÷èâîñòè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì.
Â ïàðàãðàôå 2.1 ïðèâåäåíû ëèíåàðèçàöèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ëîãè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß. Óêàçàíà ñâßçü ìåæäó ëîãèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì
Ïèåëîó (13) è ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì (12). Ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîèñêà ïðî-
ñòûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.
Â ïàðàãðàôå 2.2 ñôîðìóëèðîâàíà ãèïîòåçà î ñèìïëåêñå óñòîé÷èâîñòè â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèß (12).
Îïðåäåëåíèå 3. Îáëàñòüþ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (12) áóäåì íàçû-
âàòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåí-
òîâ (a1, . . . , ak), ÷òî óðàâíåíèå (12) ñ äàííûìè êîýôôèöèåíòàìè (a1, . . . , ak)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
C ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå D - ðàçáè-
åíèß è ïðèíöèïå àðãóìåíòà, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè
óðàâíåíèß
xn = xn−1 − axn−m − bxn−k. (14)
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Ðèñ. 2: 1, 2, 3, 4  îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (14) ïðè m = 3, k = 5;
1  ñèìïëåêñ óñòîé÷èâîñòè (15).
Ñîïîñòàâëßß ðèñóíîê 2 ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû Ëåâèíà-Ìýß (ñì. óñëîâèå
(4)), è ðàññìàòðèâàß òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû a, b, ìû ïðè-
øëè ê ãèïîòåçå, ÷òî ñèìïëåêñ
a > 0, b > 0, 0 < a
2 sin pi2(2m−1)
+
b
2 sin pi2(2k−1)
< 1 (15)
ßâëßåòñß ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (14).
Ðàñøèðßß ýòó ãèïîòåçó äëß óðàâíåíèß (12), ìû âûäâèíóëè ãèïîòåçó, ÷òî
ñèìïëåêñ
as > 0 (1 6 s 6 k), 0 <
k∑
s=1
as
2 sin pi2(2s−1)
< 1
ßâëßåòñß ïîäìíîæåñòâîì îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (12).
Ýòà ãèïîòåçà äåéñòâèòåëüíî äàåò ïðîñòóþ îöåíêó îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè
óðàâíåíèß (12), à ñëåäîâàòåëüíî, è äèñêðåòíûõ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé äè-
íàìèêè ïîïóëßöèé, ñêîëü áû ñëîæíûìè îíè íè áûëè. Åå äîêàçàòåëüñòâî
ßâëßåòñß öåíòðîì ãëàâû 2 äèññåðòàöèè.
Â ïàðàãðàôå 2.3 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, íåîáõî-
äèìûå äëß äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.
Â ïàðàãðàôå 2.4 ïðåäñòàâëåí îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ãëàâû, â êîòî-
ðîì îïðåäåëåíà ãðàíèöà ñèìïëåêñà óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïîëîæè-
òåëüíûõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèß (12).
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Òåîðåìà 7. Åñëè as > 0 (1 6 s 6 k) è
0 <
k∑
s=1
as
2 sin pi2(2s−1)
< 1, (16)
òî óðàâíåíèå (12) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Â ïàðàãðàôå 2.5 ïîëó÷åíû ñëåäñòâèß èç îñíîâíîé òåîðåìû 7, êîòîðûå
äàþò åùå áîëåå ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè óðàâíåíèß (12).
Òåîðåìà 8. Åñëè as > 0 (1 6 s 6 k) è
0 <
k∑
s=1
s as 6
pi
2
, (17)
òî óðàâíåíèå (12) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Êàê ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, â ïàðàãðàôå 2.6, ïîñòîßííàß pi2 â òåîðåìå
8 íåóëó÷øàåìà. Îäíàêî åñëè ìû ïîçâîëèì ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (17)
áûòü çàâèñèìîé îò ïîðßäêà óðàâíåíèß, òî åå ìîæíî óâåëè÷èòü, ÷òî ïîä-
òâåðæäàåòñß ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 9. Åñëè as > 0 (1 6 s 6 k) è
0 <
k∑
s=1
s as < 2k sin
pi
2(2k − 1) , (18)
òî óðàâíåíèå (12) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Â ïàðàãðàôå 2.6 äîêàçàíà íåóëó÷øàåìîñòü ïîëó÷åííûõ â äâóõ ïðåäûäó-
ùèõ ïàðàãðàôàõ ðåçóëüòàòîâ. Ñëåäóþùàß òåîðåìà ïîêàçûâàåò íåâîçìîæ-
íîñòü óâåëè÷åíèß õîòß áû îäíîãî èç çíàìåíàòåëåé â íåðàâåíñòâå (16) ñ
ñîõðàíåíèåì óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (12).
Òåîðåìà 10. Ïóñòü As > 0 (1 6 s 6 k), ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå s
(1 6 s 6 k),÷òî As > 2 sin pi2(2s−1). Òîãäà íàéäåòñß òî÷êà (a1, . . . , ak) òà-
êàß, ÷òî as > 0 (1 6 s 6 k), 0 <
∑k
s=1
as
As
< 1 è óðàâíåíèå (12) ñ
êîýôôèöèåíòàìè a1, . . . , ak íåóñòîé÷èâî.
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Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàí ñèìïëåêñ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèß ñ
òðåìß çàïàçäûâàíèßìè
xn = xn−1 − arxn−r − amxn−m − akxn−k. (19)
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Ðèñ. 3: Ñèìïëåêñ óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèß (19).
Äàëåå â ïàðàãðàôå 2.6 äîêàçàíî, ÷òî äâèæåíèå êîíñòàíò â ïðàâîé ÷àñòè
íåðàâåíñòâà (17)
1 (ÊóêÄüåðè6)→ 1 + 1
e
(ÄüåðèÕàðòóíã7)→ 3
2
(ÒàíãÄæèàíã8)
→ pi
2
(ðåçóëüòàò äèññåðòàöèè).
äîëæíî áûòü îñòàíîâëåíî íà êîíñòàíòå pi2 .
Òåîðåìà 11. Äëß âñßêîãî r > pi2 íàéäåòñß òàêîå k ∈ N è òî÷êà
(a1, . . . , ak) ∈ Rk òàêàß, ÷òî as > 0 s (1 6 s 6 k), 0 <
∑k
s=1 s as 6 r
è óðàâíåíèå (12) ñ êîýôôèöèåíòàìè a1, . . . , ak íåóñòîé÷èâî.
Ïðàâàß ÷àñòü íåðàâåíñòâà (18) òàêæå íåóëó÷øàåìà.
Òåîðåìà 12. Äëß âñßêîãî R > 2k sin pi2(2k−1) íàéäåòñß òî÷êà (a1, . . . , ak)
òàêàß, ÷òî as > 0 (1 6 s 6 k), 0 <
∑k
s=1 s as < R è óðàâíåíèå (12) ñ
êîýôôèöèåíòàìè a1, . . . , ak íåóñòîé÷èâî.
Â ïàðàãðàôå 2.7 óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ëîêàëüíîé àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß Ïèåëîó.
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Â ïàðàãðàôå 2.8 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ôàêòû îòíîñèòåëü-
íî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèß Âîëüòåððà â ñâåðòêàõ
xn = xn−1 −
n∑
i=1
aixn−i, n = 1, 2, . . . (20)
ãäå ai ∈ R, ai > 0 (i = 1, 2, . . .), è ñóùåñòâóþò c > 0, q ∈ (0, 1) òàêèå, ÷òî
äëß âñåõ n ∈ N an 6 cqn.
Â ïàðàãðàôå 2.9 äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèß àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè óðàâíåíèß (20).
Òåîðåìà 13. Ïóñòü as > 0 äëß âñåõ s ∈ N. Åñëè
0 <
∞∑
s=1
as
2 sin pi2(2s−1)
< 1,
òî óðàâíåíèå Âîëüòåððà (20) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü as > 0 äëß âñåõ s ∈ N. Åñëè
0 <
∞∑
s=1
s as 6
pi
2
,
òî óðàâíåíèå Âîëüòåððà (20) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Â ïàðàãðàôå 2.10 ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ âî âòîðîé ãëàâå ðå-
çóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåííûå àâòîðîì
äîñòàòî÷íûå óñëîâèß óñòîé÷èâîñòè ëó÷øå íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ ïðèçíàêîâ
óñòîé÷èâîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå íàéäåííûõ ïðèçíàêîâ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè ñ êîíêóðèðóþùåé ðàáîòîé8, â êîòîðîé ãðàíèöû îáëàñòè
ãàðàíòèðîâàííîé óñòîé÷èâîñòè îïèñûâàþòñß íåëèíåéíûìè óðàâíåíèßìè.
Ñäåëàí îáùèé âûâîä î ÷àñòè÷íîì âçàèìíîì ïåðåêðûòèè ïðèçíàêîâ, íàé-
äåííûõ â äàííîé äèññåðòàöèè, ñ ïðèçíàêîì ðàáîòû Òàíãà è Äæèàíãà8. Ìû
êîíñòàòèðóåì, ÷òî ïðåèìóùåñòâî ïðèçíàêà óñòîé÷èâîñòè àâòîðà äèññåðòà-
öèè  â åãî ïðîñòîòå. Óêàçàíû êëàññû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ
17
ïðèçíàêè àâòîðà çàâåäîìî ëó÷øå ïðèçíàêà Òàíãà è Äæèàíãà. Ñðàâíåíèå
ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåðàìè è ðèñóíêàìè.
Â çàêëþ÷åíèè ñóììèðóþòñß âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû.
Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè
Ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ,
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